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In der berühmten Abhandlung „Allgemeine 
Auflösung der Aufgabe, die Theile einer ge- 
gebenenFlächeauf einer anderen gegebenen 
Fläche so abzubilden, dass die Abbildung 
dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen 
ähnlich wird“), welche im Jahre 1822 den Preis 
der Kopenhagener Akademie erlangte, behandelt Gauss 
unter Art. 13 die conforme Darstellung des Umdre- 
hungsellipsoids auf der Kugelfläche und findet diecon- 
forme Uebertragung der einen Fläche auf die andere 
in der Formel ausgedrückt: 


L-iloste (45° — =) — 
e|i+itogtg (15° BF er Pyeh] 


l— esinp 
: P 
in welcher L dem reellen, ilogtg (45° —7z)dem ima- 


ginären Theile der Function gleichzusetzen ist, Der 
Einfachheit halber sei f linear, f(v)=v, dann wird die 
Abbildung des Umdrehungsellipsoids auf der Kugel- 
fläche geleistet durch 


RB p\/l —- ? 2) 5 
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1. Gauss’ Werke, IV. Bd. oder Schumachers Astronom, 
Abhandl. Heft 3, S. 9—30, 


BR 


Hierbei bedeuten |, p Länge und Breite eines 
Punktes auf dem Rotationsellipsoid mit der numeri- 
schen Excentricität 


L, P bez. Länge und Breite des Bildpunktes auf der 
Kugel vom Radius A. Ferner möge die geographische 
Länge — wir bezeichnen sie im Folgenden immer mit 
l, gleichviel ob für die Kugel oder das Sphäroid — 
den Verhältnissen auf der Erde entsprechend von Osten 
nach Westen, von 0° bis 360° gezählt, die geogra- 
phische Breite auf der nördlichen Hälfte von 0° bis 
90°, auf der ‘südlichen Hälfte von 0° bis — 90° ge- 
rechnet werden. Folwende kleine Tabelle zeigt bei An- 
nahme der Bessel’schen Excentricität «== 0,08169683 
für das Erdsphäroid das Verhalten entsprechender Brei- 
ten p und P, wenn man, auf einem und demselben 
Meridiane fortschreitend, die den .successiven Breiten 
p=0°, 10%, 20%, ... 90° des Kllipsoids entsprechenden 
Breiten der Kugeloberfläche aufsucht: 
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Im Uebrigen findet man zu einem vorgegebenen Punkte der Kugel den entsprechen- 
den des Sphäroids und umgekehrt, auf rein geometrischem Wege durch folgende Ueberle- 
gung: Wir setzen 
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führen also statt der Polhöhe die Poldistanz U eines 
Punktes der Kugelfläche ein; dann ist: 
to U —=1t8 An b) E- u 
nd 2/ \l —esinp) » 
wobei immer 
Ki un & & sinp ee > 1, 
1 — gsinp 
also auch 
ea! "oder U = 90° — p; 
es fragt sich daher, w En Werth besitzt die Differenz 
U — (9° —-p)=U-—u? 
Um diese Frage zu beantworten, entwickeln wir 
U=F()=2are elte - ( in Be | 
l—ecosu - 
U als Function von e betrachtet, nach Maclaurin und 
erhalten die Reihe: 


U=Fo)—F (04 -Fo)4+7zF"o)+... 
4 2 
=u-t er sinlut.. ut simipt.., 


also: 
z2 
U—u= D sin Ip‘, 
sofern wir die den zweiten Grad von & übersteigenden 
Potenzen vernachlässigen, was wegen der Kleinheit von 
e sicher erlaubt ist. U = u selbst ist dann folgender 
geometrischen Deutung fähig: Für jeden zur Länge | 
gehörigen Punkt mit der Breite p des Sphäroids, ist 
bekanntlich der Winkel y, den sein Leitstrahl mit der 
Ebene des Aequators bildet, die sog. geocentrische Breite, 
bestimmt durch die Gleichung: 
go = (l—2)tgp; (2) 
dieselbe liefert, wenn 
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p = f(e) = arc tg ((1’— 8d)tg p) 
oleichfalls als Function der Excentricität betrachtet 
wird, durch eine ähnliche Entwicklung in eine Maclau- 
rin’sche Reihe: 


2 
HH + (a)-un, 
2, 
oem 2p3 
mithin wird: 
a 
p--y= a 2p, 
falls man auch hier die Reihe mit &? abbricht. Es ist 
somit: 
U-u=p-—g, d.h. 
ie a 

Bei gegebener geocentrischer Breite eines Punktes 
auf dem Sphäroid ist also zugleich auch die Polhöhe 
des entsprechenden Punktes auf der Kugel bestimmt, 
Will man somit zu Punkten des Rotationsellipsoids, 
die ihrer Lage nach fest gegeben sind, die denselben 
conform entsprechenden auf der Kugel finden, so hat 
man nur zu den Leitstrahlen jener Punkte die bez. 
parallelen Halbmesser der Kugel zu legen, deren Durch- 
stossungspunkte mit der Kugeloberfläche die Punkte 
liefern, die zu jenen Punkten des Sphäroids die Bild- 
punkte sind. Ebenso gelangt man von gegebenen Punk- 
ten der Kugeloberfläche zu den Bildpunkten auf dem 
Umdrehungsellipsoid. 

Die Formel (1) selbst kann auf folgende Weise 
interpretirtt werden: Da die Längen entsprechender 
Punkte identisch sind und P einzig und allein von p 
abhängt, so folgt unmittelbar, dass die Meridiane des 
Sphäroids sich als Längenkreise auf der Kugel abbil- 
den, und dass ebenso die Parallelkreise des Ellipsoids 
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wiederum Breitenkreise auf der Kugel geben. Für 
p = + WP;ist’auchresp, P’— 2,00 Y ammar 
und Südpole bilden sich entsprechend auf einander ab, 
Endlich: ist für p— 0 auch P’—=0, 86 dass 256 
der Aequator des Ellipsoids sich auf dem Aequator 
der Kugel abbildet. 

Hinsichtlich der folgenden Entwickelungen möge 
hier bemerkt werden, dass ein Theil derselben bekannte 
Dinge recapitulirt, die im Interesse der darauf fussen- 
den Untersuchungen nicht wohl unterdrückt werden 
konnten, 

Was nun das Vergrösserungsverhältniss m anlangt, 
in welchem entsprechende Linienelemente dS und ds 
der Kugel, bez. des Sphäroids zu einander stehen, so 
erhält man den Werth dieses Verhältnisses sofort aus 

dAxX\?  /dY\2 /dZ\? 
„rate 
Ax\ dy\2 DEN, 
(a) + la) +) 


wenn man die Gleichungen‘: 


a cos | cos p a sin] cos p 
x = a 
22 * 
a: Ye ee 
und 
X. == A008] 608 By Vol Alsın lcos BR, 
Zı => A sin P (38) 


des Ellipsoids und der Kugel berücksichtigt, in wel- 
chenx, y, zresp. X, Y, Z dierechtwinkeligen Coordi- 
naten entsprechender Punkte sind: 

A? 5 0082; 
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Alleın es ist: 
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1-tesinp \8s 
to lA45I-. — [2 
P 35 (4 a — £sin p 3 
cos en Euer 
- 1-+esinp 
02 0 
1-+tg (# 5 ar y 


L Peg. p 
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mithin erhält man für das Vergrösserungsverhältniss 
r +1 n 3 
— 3 sin 214502 — £:snp). 
m .4 (5m? (Bla — ep) + 


2 ö Te 
COS (4543) (1 + Es p) N 
wenn man ein- für allemal 
Amp = 1 — 8? sin?y setzt. 
‚ Es fragt sich nun, wann erreicht m seinen grössten 


oder kleinsten Werth? Die logarithmische Differen- 
tiation von 


a cos p P Re (4) 
gibt hierfür mit Rücksicht auf die ebenfalls logarith- 
wisch differentiirte Gleichung 1): 
dm &2 
mn  c0spP4d 2p 


‘ 


(sinp -— sin inP) dp, 


also tritt ein Mies von m nur dann ein, wenn 
p=P= 32 ist, weil der Ausdruck: 


d2m dın (eo eh ‚pie Ed? 
mdp? (7) > P WE p 4? | p 


ER fer A 2cos? 
+ 22 (snp — sinP) nn Psin pP; 
dın 


der für ce — (0 und p = P == übergeht m: 


Bet 


dm, (1 Nenn 
mdp? En meh: 
d?m me’?22cos®& 
dp? ee | 
immer positiv bleibt. Das Minimum von m selbst be- 
stimmt sich aus: 


A 
AB. 


a 
Für m = 1, d. h. wenn der Halbmesser der Kugel 


Ar 


m = 


a 
AP 
legenen entsprechenden Gebiete der Kugel und des 
Sphäroids auf einander abwickeln, wobei sich & nach 


ist, lassen sich die unter der Breite & ge- 


A2 n2? 3 
sin® —= YA®- 2° bestimmt. 
As 
Für A = a geschieht diese Abwickelung für Punkte 


des Aequators und annähernd der unmittelbaren Nähe 
desselben. Dabei gilt nach 
Yl—m2 


sind — Immer 


und zwar entspricht dem Werthe m = 1 die Breite 
® —= (0, dem Werthe von m = E die Breiten & 90%, 
Nach Formel 

AB. 2.22 cos P 

dp  cosp 42p (6) 


; dP j 1% 
ist ferner in beständig positiv, P also mit p immer 


im Wachsen oder Abnehmen begriffen, d. h. zu zwei 
Werthen von p, pg > pı gehören fortwährend zwei 
Werthe von P, P, und P,, für welche gleichfalls 
P, >-P ist. | 

Vermittelst des durch 1) ausgedrückten Uebertra- 


a 


gungsprineips ergeben sich leicht die Formeln für die 

Längen entsprechender Linienelemente auf Kugel und 

Sphäroid, | 

Das Element eines Breitenkreises der Kugel 

dSp—= AcosPdl 

gibt nach 4) das Element 

acosp dl 

| Ap 

des Breitenkreises auf dem £llipsoid. Andererseits ent- 

sprechen sich die Meridianelemente: 


dSı = AdP, ds; = 


A 


ae? 
4>p dp, 


wobei wir ein für allemal die Festsetzung treffen wol- 
len, dass die Anwendung grosser Lettern sich auf die 


Kugel, die kleiner sich auf das Sphäroid beziehen möge. 


Dem vom Aequator bis zur Breite P gehenden Bogen 
‘des Meridians von der Länge | 


si —AD 
entspricht mithin der Bogen 
P 
IN, x dp ” : __t?sinp cosp \ 
Re em, we IE (6 P) 2» 7 © 


wo E die übliche Abkürzung ist für das Legendre’sche 
Integral II. Gattung. Setzt man 


ar 
u an so ı1st 
Ap 
(9) 


s?snu .„ cnu 


sı =ı | E(u) — de j 


woraus sich bei Anwendung des Additionstheorems der 
elliptischen Transcendenten II, Gattung ergibt ; 


Seen 


\ 


oder durch die Jacobi’sche Z-Function ausgedrückt: 


s=algutzutm)! 


S] 


Mit Hülfe von ds; und dsy findet man leicht die 


Länge ds eines beliebige gerichteten, vom gemeinsa- 
men Schnittpunkte beider auslaufenden Linienelements 
des Sphäroids: 


adp dI\2 RZ 
ds’ — 2, (5) Be... 


und entsprechend auf der Kugel: 


Es mögen hier sogleich noch die Formeln für die 
Azimuthe der Elemente ds und dS aufgestellt werden. 
Man hat sofort: | 

cosp. dp di 


t ER ER’. u 
s“ &2 en ( 
tg A = cosP &L lso 
ee (8) 
tge 7 cop. Apr dp 3 
ar RE ie d.ı. nach 5) 
EIER = 
tg4 Tr 1, d. h. vi, 


was von vornherein klar-ıst, da die zu Grunde lie- 
gende conforme Beziehung zwischen Ellipsoid und Ku- 
gel die Gleichheit entsprechender Winkel aufrecht er- 
hält. Wir kommen auf die soeben aufgestellten Glei- 
chungen (7, 8) bei (ielegenheit der Untersuchung der 


Loxodrome auf Kugel und Sphäroid zurück; vorläufig 


wollen wir sehen, wie entsprechende Flächenelemente 


‚auf Kugel und Sphäroid sich verhalten. Das Ober- 


flächenelement des Rotationsellipsoids ist gegeben 
durch: 


a2 2 


—t dp dl, 


do a 


das der Kugel durch: 
d2= A’cosP.dP.dl. 
Somit ergibt sich für das Verhältniss einander ent- 
sprechender Flächenelemente: 
HIER ‚008 P 5 dP 


Em Te nn, 
: do a?E°  cosp dp 


d. i. mit Rücksicht auf Gleichung 5) für a 


; Ap\? 
: acosp ) > 
Der Vergleich dieses Ausdrucks für das Flächenele- 
ment mit dem: des Streckenverhältnisses m — sofern 
ein derartiger Vergleich erlaubt ist — gibt hiernach 
Em’, d.:h. 
die aus dem Flächenverhältniss gezogene mittlere Li- 
nienvergrösserung Y „ ist direct gleich der natür- 
lichen Streckenvergrösserung, was an sich klar ist, da 
das Princip der conformen Abbildung die Orthogona- 
lität von Uurvenschaaren aufrecht erhält, so zwar, dass 
zu einem Qurvennetze mit quadratischen Elementar- 
maschen auf der einen Fläche immer ein eben solches 
auf der anderen gehört. Die Berechnung des Mini- 
mums von «u führt zu den nämlichen Resultaten, wie 
sie schon bei Aufsuchung des kleinsten Werthes von 
m gefunden wurden. 

Wir gehen jetzt über zu einer Untersuchung der 
geodätischen Linie auf dem Ellipsoid und der Kugel 
einerseits und der derselben entsprechenden Curve auf 
der Kugel, bez. dem Sphäroid andererseits. Was zu- 
‚nächst die geodätische Linie auf dem Rotationsellipsoid 
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betrifft, so wird deren Gleichung aus der Bedingung 
hergeleitet, dass der Bogen 


Pa 
’4 2, 
Bein dp E Abe Pyz ä 
sp Ay 
Pı 
a ; 
vol/= 15 zwischen den Grenzen p = p, und 
ip | | 
p = p, genommen, ein Minimum werde. Setzt man 


zur Abkürzung 


so tritt dieser kleinste Werth ein, wenn 


af d (H) = 0 ie 
Berne 
: y 
Wegen Er O0 aber folgt hieraus: 
[0 
cos?p |, 
N rg 
Rz u Te RE ==6C 
ol Aw % ” 
WR 
4°p A”p 


und hieraus wiederum: 

dp 
c9sp APV a2 cos?2p—c, 2 A2p 
als die bekannte Differentialgleichung der geodätischen 
Linie. Dabei ist c, Integrationsconstante, von der sich 


< 


nachweisen lässt, dasssieimmer — a ist, so dass c, = 


dl — C 7 


acosp, gesetzt werden kann, wodurch die Gleichung 
9) übergeht in: $ 
dp 
3 >) A , =: Er ER == x 5) 
cos Ay V cos2p — £08? pP, °P (Ya) 


dl = €?oosp, 


IRRE 


dl = €? cosp dp R 
ae rent. Ob) 


Dieser Ausdruck ist reell, so lange 


‚2 
nA, >> Tan oder 


tgpo > € top > tgv, also 
Pol > V 

bleibt, wo v die redueirte Breite vorstellt. po gibt so- 
mit dieGrenzen an, bis zu denen sich die geodätischen 
Linien nord- oder südwärts erstrecken. Ueber den 
Nachweis, dass wir es bei der gefundenen Linie wirk- 
lich mit einer kürzesten zu thun haben und über die 
näheren Bedingungen hierfür, wann sie es ist, vergl. 
man die Inauguraldissertation von P. Gordan: De linea 
geodetica, Berlin 1862. 

Wir gehen nun dazu über, die Formel für das 
Azimuth der geodätischen Linie auf dem Sphäroid zu 
bestimmen, Man erhält selbige sofort durch Substitu- 
tion des aus 9a) oder 9b) gezogenen Werthes von 


dl 


—— ın Formel 7), wobeı sich ergibt: 


dp 
c08Po . AP 
da! = — oo 
Y sin? po A?p — €? sin’p 
oder einfacher: 
copy Ap | 
sine = ————, ; 
sp (10) 
Im Falle der Kugel ist 
| sin A a Bi ; 
cos P (10a) 


Was endlich noch die Länge der geodätischen Li- 
nie auf dem Ellipsoide anlangt, so erhält man das Dif- 
ferential derselben aus den Gleichungen : 


ad Zi 
ds = lo ( + S 


a 775 81) 


@ 


Br 


N 


und 
dl te: | 
dp cosp Ap V osp — c08?p, I2p’ (9a) Ge 
nämlich: 
ee A RER opADIT 
U A’PY sin2p, 2p — e? sin?p : 02 
Dieser Ausdruck geht vermittelst der Substitutions- ? 
formel: 
€ strip 
ee (12) 
über in: 
dg = E a NY 1 — 2820082 DB * ‚I - an dam 


2 sin? 
e2 sin? p,, 
Wu Po 


1 — &2c0s?p,, 

mithin ergibt sich für ein Bogenstück innerhalb der 
Grenzen o©; und @: 

tar — 120082 p,, (E (x, ©) — K (% 01)) - 
Das Vorzeichen von s; ist dabei abhängig vom An- 
fangsazimuth «,, und zwar gilt das positive Zeichen, 


] r T d tı ] T . 
so lange a, > 5° as negative, solange &, < 5 1st, 


Die Gleichung 9b), die Differentialgleichung der geo- 
dätischen Linie auf dem Sphäroid, verwandelt sich 
nach (12) in: 


— g? cos? 23 2 
dl — 2 .008p,, v1? os PoY/ 1 — x? sin?w do 
cos2p, —  sin?p,sin?o 
el &2 0082, V1— x? sin?o ds 
COSPy 1-+-tg° p, sin®o 


A(x, ©) do 
1-+-tg2p, . sin’o ’ 
mithin erhält man für die den Grenzwerthen &, und 
@ der geodätischen Linie entsprechende Längendif- ei. 
ferenz : 


Ba u 
a 8Po- 


@®s 
1 Mr A (x, ©) dw 
la a ingrale lo 1 to? Be 
« - tg? p, sin?o 
€ 


er 


Vs 

& h Aue, 
ma at PaotHn &# —— 
RE or 4 (%, ®) 

op 
(a 
1 [ do | 
I 608? Do ) (1 -- te?n sin?) A 64: 03) | ’ 


v0 
oder mit Rücksieht auf die in der Theorie der ellip- 
tischen Integrale üblichen Legendre’schen Abkür- 
zungen! 
1 


regen 
a ee E*cosp, 


82 COSPy B (@s, x) — F (91, x | 


L, x l, == 


> 


} 
\ 

E= a B (@s; t2Py%) — I (o,, t£pu, %) |} 

Das Vorzeichen hängt hierin wiederum ab vom 
Anfangsazimuth der geodätischen Linie und ist diesem 
entsprechend zu wählen. Immer aber sind noch die 
Fälle besonders zu berücksichtigen, in welchen das Azi- 
muth innerhalb der geodätischen Linie — 5 wird. 
Auf eine nähere Untersuchung dieser singulären Fälle 
kann jedoch hier nicht eingegangen werden, 

Es wäre nun eine interessante Aufgabe, die soeben 
für die geodätische Linie auf dem Sphäroid gefunde- 
nen Formeln vermittelst unseres Uebertragungsprin- 
eips (1) auf die Kugel zu transforıniren; indessen wer- 
len, ganz abgesehen davon, (dass die Rechnung bis- 
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weilen gar nicht durchführbar ist, die Ausdrücke so 
verwickelt, dass man den Formeln nichts entnehmen 
kann, was uns über das Abbild der geodätischen Linie 
des Sphäroids auf der Kugel unterrichten könnte, 
Selbst bei Annahme des nur angenäherten Uebertra- 
gunesprineips (2) tg P=E?tgp, welches das Resultat 
der geometrischen Interpretation von Gleichung (1) 
war, sind ungeachtet sich einstellender, wenn auch ge- 
ringer Uncorreetheiten ähnliche Schwierigkeiten zu 
überwinden. Wir schlagen daher den umgekehrten 
Weg ein, indem wir die oben gefundenen Resultate 
durch Nullsetzen von s und Substitution von P an 
Stelle von p auf die Kugel übertragen und dann erst 
mit MHülfe des UVebertragungsprineips (1) die betreffen- 
den Aequivalente auf dem Sphäroid aufsuchen, Zu- 
nächst liefert die Gleichung (9a) für & — 0 die Dif- 
ferentialgleichung der geodätischen Linie auf der 
Kugel: 
" cos P,dP 
TtasP V cos?P — 0082 P, ) 


woraus durch Integration folet: 


cosP 
Il, N 2 arote ( ee el): 
V cos®P — 608, 


> 
TON SL. 
V cos®?P — cos?P,, 
wo |, die Integrationsconstante ist, und man vom dop- 


pelten Vorzeichen absehen kann, weil für] — |, — 5 


—-- tg(l 20 1); (13) 


ein Zeichenwechsel eintritt. Nun folgt aus (10a) für 
das Azimuth unserer oeodätischen Linie im Punkte 
P, 1 derselben: 

cos)’, 


tg A 


— 11 — 


es ergibt sich somit nach (15) das äusserst einfache 
Resultat: 1— 1, = A, resp. =A4—r, das unmittel- 
bar auch auf die geodätische Linie des Sphäroids über- 
tragen werden kann. Weiter erhält man aus (13) nach 
einfachen Umformungen die Gleichung: 

tgeP = tgP, sin (I—]1,), (14) 


oder da Pimmer zwischen = — — und + liegt, 
2 Ban 


P—arete | tsP sind — |) 


als Gleichung der geodätischen Linie auf der Kugel. 
Soll die durch (14) dargestellte Linie vom Punkte 
P,, 1, auslaufen, so ist die Bedingung bierfür: 

tgP: t&P, = sn (l —1,): sin (1; — lu): 

Ist dagegen neben dem zum Punkte P, | gehöri- 
gen Azimuthe 4 das Aziımuth A, des Ausgangspunk- 
tes P,, I; gegeben, so erhält man als zweite bekannte 
Haupteigenschaft der weodätischen Linie aus (10a): 

sind: sind, —= sin(J0 ! — P,): sin (90 !— P), 
welche aussagt, dass die Sinus der Azımuthe der End- 
punkte eines Bogens einer kürzesten Linie sich umge- 
kehrt verhalten wie die denselben zukommenden Pol- 
abstände, oder «lass das Produet sin 4. sin(90 " — P) eine 
constante Grösse ist. Nun gibt ferner die Gleichung 
(14) aufzelöst und durch Multiplication mit dem Ku- 
gelhalbinesser A die Gleichung 

AsinP = tgP,cosl, . AcosPsin] -— tgPysinl,. AcosPeosl, 
d. ı. mit Rücksicht auf die Gleichungen (3a) der Ku- 
gelfläche : 
Z =teP „eos. N. te, RX, oder 
Nsinl, — Yeosl,, -- ZeotP , =. 

Da diese !ileichung die ganze Ebenenschaar durch den 
Mittelpunkt der Kugel vorstellt, so sind die kürzesten 
Linien, die von diesen Ebenen aus der Kugel geschnit- 
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ten werden, immer vrösste Kreise der Kugel, deren 
Lagen gegen das zu Grunde liegende Achsensystem 
sich nach : cosA : cos ! cosp = sin], : — cosl, : cotP,, bestim- 
ınen, indem A, <, » die Winkel sind, welche jene Dia- 
metralebenen mit den positiven Achsen des rechtwin- 
keligen Achsenkreuzes bilden. 

Wir fragen jetzt, wie muss die Uonstante P, be- 
schaffen sein, damit irgend ein grösster Kreis durch 
zwei feste Punkte P,, I, ; P,, , zeht? Zunächst hat 
man tePD, to do, = sulh Lu) 

top :tg Ps sale) 
wo ß und y augenblickliche Abkürzungen sind. Beide 
Gleichungen geben resp. : 


3 Be Bsinl,; — ysin], 
sinlog — RT Ä 
coslo = — Peuen 


sin), —l,) 
Hieraus folgt einmal eine Gleichung für ],: 


Le, 


sinP,sinl; — sinP, sin], 
tale 2 1 1 2 
= 


oO 


sinP,cosl; — sinP; cosl,’ 

dann aber, indem man beide Gieichungen quadrirt und 
addırt und für 2, y die zugehörigen Werthe setzt: 
3p DDRIESI 

Se tg?P, +t8?P, — 2tgPıtgP,oos(l, —1,) 

fer KUN OyTEL CN, Br 

sin2(l, —]s) 


Far je, wurde, 0 


(15) 


I 


57, 4..h, der Seöusre 
ud 

NR 
— wird 
2 


Kugelkreis wird Meridian, und fürP,— = 


en : 
nach (10a) das Azimuth 4 = 0, wie es ım Falle deı 
Meridiane erforderlich ist. Nun lehrt die Differen- 


Pe 


tialgleichung der grössten Kreise, dass immer 
sein muss; die soeben für P, aufgestellte Forniel (15) 


gibt demnach immer die Uulminationspunkte grösster 


oO 


Kugelkreise an. Soerhält man für den grössten Kreis, 
welcher durch die Punkte Pk, = 45°, 1, = 120°, 
De ne. AO Zeche, == =e63096° als! Onl- 
minationsbreiten. 

Die Länge eines grössten Kreisbogens ergibt sich 


aus (11) für = 0 und P statt p durch Integration 
von 
Ad (er) 
nn AcsPdaP a 
Vsin2P, — sin?2P a n Ben \2 
Kine) 


zwischen den Grenzen P, und P;: 
.  (sinP P 
Sr Al arcsin Be] = 


SSR Re Si erhält man das Meridianbogenstück : 


A(P,—FP,). Setzt man ferner in der Formel für 5 


sinb:sinP, — Sinu, was wegen P,, “ | P: gestattet ist, 
« EN a s 
so wird SS = Alu —u,), S; wird also analog ge- 


ınessen wie das Meridianbogenstück ; und aus 
TC 
2 


tionspolhöhe P,, eines grössten Kugelkreises durch den 


Mar -sinE , nu. Sn folgt, dass die Culmina- 


Winkel gemessen wird, welchen S, mit der positiven 
Umlaufsrichtung (l=0 bis 1=360°) des Aequators 
bildet. Endlich gilt noch für zwei Punkte desselben 
grössten Kreises, deren Entfernungen bez. vom Durch- 
schnittspunkte des grössten Kreises mit dem Aequator 
an gezählt werden, die bemerkenswerthe Relation: 
sinP, !sinP; sinus: Aug. 

Wir fragen schliesslich nach dem Abbild eines 
grössten Kugelkreises anf dem Sphäroid. Nach Glei- 
chung (14) und der der Identitätsgleichung: 


1 — tg? (5) 
ie = — z 


Ita ( Ay a) 
5 ei 


und (1) erhält man sofort die Gleichung: 


Ar B) 1-+esinp ) 
z (45 2/\1l— esinp 
+ 20 sin d—),) tg (a5: 5)(; > .  ., 


1— esinp 
wobei in t& P, = C, C bereits durch p, ausgedrückt 
sei. Soll die durch diese Gleichung dargestellte Curve 
vom Punkte p,, 1, auslaufen, dem der Punkt P,, 1, 
auf der Kugel entspricht, so ist die Bedingung hier- 
für in der Gleichung enthalten: 


& 1—+ E sind }' 
Ahr 2 TE) 
a wu (# rl, — esinp 


3 (15° 2 1 + esinp ” 
jr sinp 
LT Ne ei 1 EW £ sinp; ..\‘ 
Tu (# ale —. DeRp sin (U I) 


(re an 


1-- 2 sinp; 


Ferner gibt die Gleichung (15), sofern man auch 
in Ihr die P durch die p nach (1) ersetzt, eine Glei- 
chung für p,, welche die Punkte angibt, die den Cul- 
minationspunkten der grössten Kugelkreise entsprechen. 


inanNnnNnnnnnn 


Wir verlassen hiernnt diese Untersuchungen über 
die geodätische Linie und wenden uns ciner etwas ein- 
gehenderen Betrachtung der loxodromischen Linie zu, 
die wir zunächst von der Kugel auf das Sphäroid mit 
Hülfe der Formel (1) übertragen. Wegen ihrer Eigen- 


Bee 


schaft, alle Meridiane unter gleichem Winkel zu durch- 
setzen, erhalten wir nach (8) unmittelbar als Differen- 
tialgleichung der Kugelloxodrome die Gleichung: 
dl 
tg A=cosP . - 
7 aM 
aus welcher sofort folgt: 
i R 
l— >= teAlogtg (45° + >) h 


wo 4 die Integrationsconstante bedeutet. Die Glei- 
chung der Loxodrome enthält zwei Constanten, welche 
hinreichen, zwei Punkte auf der Kugel zu bestimmen, 
durch welche die Loxodrome gelegt werden soll; und 
umgexrehrt reichen zwei Punkte auf der Kugel hin, 
um zwischen ihnen eine bestimmte Loxodrome zu 
ziehen. lechnet man die Länge von dem Punkte an, 
in welchem die Loxodrome den Aequator schneidet, 
so gilt einfach: 


115 Alogtg ( 45% —- 


) (16) 


soll aber die Loxodrome durch die beiden Punkte 
P,, 1; P,, ) gehen, dann ist die Bedingung hierfür: 


te ( 45° —- x )| 
5 2 
3 (163) 


welcher man sofort A entnehmen kann, Die Glei- 
chung (16) kann auch so geschrieben werden: 


1 + sinP 
l=te4 losl/ N EN 
® = 1 — sinP 
woraus man nach (3a) erhält: 
l=tg Alog a ; 


Andererseits ıst auch; 


2 x 
' x 


= ar Ccos a = ArC 008 -——= e 


Acos P yaaıza’ 


es ergibt sich daher für die Projecetion der Loxodrome 
in der XZ-Ebene die Gleichung: 


für die Projection in der YZ-Ebene: 
N 
tgA. log N Rn 2 — arasin nt 
wer WAND 
und endlich für die Projeetion in der XY-Ebene die 
Gleichung: 
e2le otA 


39 9} j 7» A» >) > 
„ai ———ı [#7 ad ee 7 al ad 
R Do ac A 4A (1-1-021estaj2 — A2 [025 2P., (17) 
Was den vonhR = Rbis R = A gezählten Bo- 
sen dieser Projeetionseurve anlangt, so ergibt sich für 
denselben nach 


A. 

- Wen 
N daR + lg 
R 
dl Ato« 


UK TRIER? 


x = Kokar — cos?a. R? gr, 
Cosa TR 


d. i. vermittelst der Substitution K —= Asing: 
4 
2 
A Ba Ra 
Be | Y1— cos?« sin’p d 


| 
> 
u un, 


E ( COSQ, Sr — E (cosa, n) 


- 


Der Bogen 6. cosa ist also dem Bogen einer Ellipse 
gleich, deren Halbachsen bez. A und A.sina sind. Die 
Amplitude g aber ist wegen R—= A cosP —= A sing 
gleich der Poldistanz des senkrecht über dem End- 
punkte des Bogens 6 liegenden Punktes der Kugel- 
oberfläche. Der Krümmungsradius der Projections- 
curve bestimmt sich nach: 


N nämlich 
= AR\? deR Pr 
(Mm) 2 em. 


R | Kal 2 % 
ee alt, 
SIna A? 


3] 
— AcoosP sin?« 1-- sin?P cot2« | Im 


Da go immer positiv ist, so folgt, dass die Conca- 
vität der Curve immer nach dem Anfangspunkte der 
Coordinaten hingewandt ist. 

Dass die Meridiane und Breitenkreise nur Special- 
fälle von Loxodromen sind, ist leicht einzusehen. Zu- 
nächst ist nach (16a) für P, = Pı: t8gA= o, also 
mit Rücksicht auf: 

P 
tg (4° —- ) ) 


tg (4° + =) 


«(+ 
log — EN den. Bars. 
tg (45° -I- =) 
Der Fall der Meridiane erledigt sich ebenso einfach. 
Wir gehen jetzt dazu über, zur Loxodrome (16) 
auf der Kugel mit Hülfe des Uebertragungsprincips 


l— 1 =tgA, log 


, 


Dr IE 


(1) das Bild auf dem Sphäroid aufzusuchen. Man 
erhält sofort als Gleichung dieser Bildeurve die Glei- 
chung: 


I. o a) B( N esinp Fi r 
1 (ga1og| ig (43 —- Te 2 RR 
Der loxodromischen Linie auf der Kugel: 
P 
1 cotA4 __ 50 yänkdı 
e tg (43 au 5) 
entspricht somit die Curve: 
p\/[ 1— esinp \&, 
cotan -— x 
ö (as) 1+zsin 5) 


auf dem Rotationsellipsoid, wobei ührigens « = A ist, 


weil bei der conformen Uebertragung die Constanz ent- 
sprechender Winkel erhalten bleibt. Andererseits ist 
nach Gleichung (7): 

coop4?p dl 

Be. 

die Gleichung der Loxodrome auf dem Sphäroid ge- 


geben durch: 
lad 
ae Abe: a IT 
| Zi tgae an 


tga = 


v0 


en p 
p ‚of eospdp 
ine |oon, ta A2pı 
0 


er 


Vergleichen wir diese Gleichung mit (16°), so er- 
kennen wir, dass das Bild der Kugelloxodrome (16) wie- 
derum eine Loxodrome ist. Umgekehrt "würden wir 
zur Loxodrome (16’) des Sphäroids als conformes Ab- 
bild derselben auf der Kugel gleichfalls eine Loxodrome 
erhalten, welche in Gleichung (16) ihren Ausdruck 


22 ty As 


findet. -— Beiläufig bemerkt, kann man die Gleichung 
: 1 — ei 
(16°) durch Entwicklung von log ) in eine 


Reihe und durch Vernachlässigung von &* und aller hö- 
heren Potenzen von ein diesich zur numerischen Berech- 
nung eignende Form bringen: 


l= se] log tg (1+?) — &2sinp | 


Wir betrachten jetzt auf dem Sphäroid ein Drei- 
eck, dessen Eckpunkte bez. die Coordinaten 1, pı; 
rt ],, p; haben, dessen loxodromischen Seiten bez, 
die Azimuthe «,, @, «; zukommen, die, in der Rich- 
tung der Länge gezählt, ihre Winkelöffnungen dem 
Nordpole zuwenden mögen, Dann gilt nach Formel 
(16°), falls wir 


D =te (+?) 


l-+ esinp, 
setzen: | = tge.logD, und hiernach für die einzelnen 
Dreiecksseiten : 
2 D; 
ie tg dag —, lyi = tgay lag 
2 3 a | > ’ 3 1 2 > 9 
i D, we), 
D, > Kanne 
ih — l, = tgas log —,, woraus sich schliesslich der 


Br, 
schon von Grunert im XVI, Bd. S. 26 seines Archivs 
aufgestellte Satz ergibt: 
(1, — 1,) eotag + (Il; — 1) cota, + (1, — 1,) cotag = 0, 
welcher zugleich für Loxodromendreiecke der Kugel 


gültig ist. 

Wir machen der Vollständigkeit halber noch auf 
eine letzte bekannte Eigenschaft der Tioxvdrome anf- 
merksanı, sofern wir den Nachweis führen wollen, dass 
die Kugelloxodrome und entsprechend die Loxodrome 
auf dem Sphäroid die Pole erst nach unzählig vielen 
Windungen erreicht, die speciellen Loxodromen : Me- 


FE a 


rıdian und Parallelkreis ausgenommen. Diesen Nach- 
weis führen wir der Einfachheit halber für die Loxo- 
drome auf der Kugel, indem wir die Gleichung der 
daselbst verlaufenden Loxodrome: 


t& (45° +) — elcota 


als Ausgangspunkt der Betrachtung wählen. Fürl=o 
wird zunächst auch P = o, für 


’ 


i 2 
d==l2r,)P==P,wirdtg ( 450 4 24) BER... 


für A=4r, P=P’” wird tg (450 At ee 


—— oo | |, mn (üb | Gi Gm (im mem 


(n) 
fürA—=n.2r, P—=P® wird te(45°+ ee )—er2reote 


9 
De aa 

Die Loxodrome schneidet also unzählig oftmal 
den ersten und jeden anderen Meridian, d, h, sie geht 
in unzählig vielen Windungen um die Pole herum, 
was wir auch direct einsehen konnten, indem für 


wo 45° + 


T . . 
ee ayr l= = » wird; d. h. aber wiederum nur, 


dass jeder Meridian unendlich oftmal von der Loxo- 
drome geschnitten wird. Dabei strebt die Loxodrome 
selbst äusserst rasch den Polenzu. Für « = 45°z.B. 
befindet sie sich nach einem Umlaufe schon unter der 
Polhöhe von 85° und nach zwei Umläufen unter der 
Breite von 89° 46’ 48’’, hat also schon sehr nahe den 
Pol erreicht. 

Was die Länge eines Bogens der Loxodrome be- 
trifft, so erhält man aus deın Differential der Länge: 


BSR hm Ser (19) 


Cosa 


en 


der Kugelloxodrome sofort: 

Siox. =A(P — P};): cosa, 
falls sich der Bogen von P, erstreckt. Für « = (Oer- 
gibt sich die Länge des von P, nach P gehenden Me- 
ridianstücks.. Für den Fall jedoch, dass die loxodro- 
mische Linie mit einem Parallelkreis zusammenfällt, 
führt die obige Formel auf den unbestimmten Aus- 


0 . : 
druck y welcher vermieden wird, wenn man be- 


denkt, dass das Differential des Loxodromenbogens 
auch durch 


A csP 
dSroz. = —— di 
SIox. C08« tga ( 19 a) 
gegeben werden kann, woraus dann unmittelbar folgt: 
; l—l 
Siox. Di A eosP 5 9 
sofern der Bogen von 1, aus beginnt. Jetzt wird für 
a= > das Bogenstück eines Breitenkreises A.cosP. 
(l — 1,), wie es sein muss. 


Setzt man in (19a) den aus der Gleichung 
1=tga log tg (45° + =) der Loxodrome folgenden 


Werth von cosP, so ergibt sich: 
l 


! A Jelcota 
De Ta | re 
Lt) 


N ( arc tg (eleota) — >) A? 


COSc 4 
: 2A 

u re er 
Sıox. Cosa 5 e 


Dieser Ausdruck nähert sich für 1 = » dem 


Grenzwerthe: ea N De edau..fürg = dom 
Cosa 4 

Grenzwerthe2Ax . 0,3535553, für « = 60° dem Grenz- 
werthe Ar. Für einen Umlauf hat man bei « = 45° 
die Bogenlänge: 2Arx . 0,3527109 für zwei Umläufe 
die Länge: 

2Ax .0,3535512, während sıch für nur einen hal- 
ben Umlauf die Bogenlänge 2Ax . 0,3341125 ergibt. 
Das Bogenstück aber, welches zwischen der n-ten und 
n — 1-ten Windung der Loxodrome enthalten ist, be- 
stimmt sich aus: 


2A 


—e 
Dos .arc tg 


e 
(2n — 1) 2meotae | 
e —1 

Für n—=2, «== 45° folgt hieraus: 

B, — 2Ar . 0,0008403, 

während B. = 0 ist.— Beiläufig bemerkt ergibt sich 
aus der Formel für B„n mit Leichtigkeit folgende Sum- 
menformel: | 
A N An—1)r 


2: e BR ur) 
2(2n—1)r ER 


Lime — 1 | 

Welche Länge besitzt nun der einem Bogen der 
Kurelloxodrome entsprechende Bogen anf dem Sphä- 
roid? Diese Frage wird sofort beantwortet, wenn wir 
daran denken, dass in Folge der conformen Abbildung 
10% 1 Ad 


— m, also dsjox = — ist, wo wir das Ver- 
N m cosa BE 


| n.2rcot«e (nm — 1)2rcote | 


COSA 


dsjox 
grösserungsverhältniss m der Formel (4) entnehmen. 
Dann aber wird: 
a.c08 p dP 

° b) 
cosa.dp cosP 


dsjox = d. ı. nach 


dp e'? dplaor ae? dp 

cosP cosp 742 u Wahl pe Jay) 
Daraus folgt für das zwischen p, nnd p liegende Loxo- 
dromenstück des Sphäroids, wobei p, und p den P, 
und P entsprechen: 


p 
use dp a | Tina 22 sinp cosp pP 


Sın — BAUFEuN 
0% COS ap cos@ | Ap 


Pı 
Pı 
Vergleicht man dieses Resultat mit dem früher auf 
S.11 fürdie Länge sı eines Meridiansbogens des Sphä- 
roids gefundenen, indem man daselbst die entsprechen- 
den Grenzen p, und p wählt, so erkennt man, dass je- 
ner Meridianbogen als Projection des zugehörigen Loxo- 
dromenbogens aufgefasst werden kann. Setzt man 


wi e’sinp cosp Te ; 
Ap v v 


wo sich der Index » auf die p beziehen mag, dann er- 
hält man für das schon oben betrachtete Loxodromen- 


Dreieck ABÜ, dessen Seiten BCE = s, CA = s, 


AU = s; seien, die Relationen: 
8,cos«, = aH; — H,), 52608& 5 = — a(H, — H;), 
83 C08tg — aH, — H,), aus welchen man sofort die 
Beziehung 

S; 6080| —- 830080, — 890080, 


ableitet, die auch für das ebene Dreieck gilt. 

Wir gehen jetzt dazu über, den Inhalt des Loxo- 
dromendreiecks zu berechnen, welches den Meridian |], 
den Aequator und die vom Punkte 0,10 auslau- 
fende Loxodrome a als Seiten hat. Da « der Winkel 

AcosPdl 
ist, welchen ‘das Meridianelemen t Zn — mit einander 
na 
bilden, so hat man für den Inhalt des Bleinentärparal- 
lelogrammes, dessen Gegenseiten bez. jene beiden Li- 
nienelemente sind, den Bade 


u u — 


A cosPdl 


sına 
also bei noch unbestimmten Grenzen 


Or “| | cosP dP dl. 


Hieraus folgt, wenn wir P als Function von | betrach- 
ten und beachten, dass für den Aequator P = 0: 


l 
= 1 | sinP dl, 


de -=AdPR.; 


. sind, 


0 


d,i. mit Rücksicht auf die Gleichung der Kugelloxodrome 


e2lcota __] 
2 Ne dl, 
0) 
2 = Aitga log Se (20) 
2= A? tga log Ver ) — A?to« 10er). (20a) 
cosP TRUE oh, 


Für das Loxodromendreieck ABC der Kugel gilt mithin: 
J—=A? os) cosP, igas — igca . cosP, em u 


tg — tga 
cosP, an, 

Aus (20) folgt für « = 45° bei einmaliger Win- 
dung der Loxodrome um die Kugel, als Flächeninbalt 
des oben gekennzeichneten Streifens 2A2r . 0,889683, 
während unter denselben Annahmen sich für den Flä- 
chenstreifen, der zwischen der zweiten und ersten Win- 
dung obiger. speciellen Loxodrome enthalten ist, der 
Werth 2A2x .. 0,1103105 ergibt. Für n—=» folgt 
aus der Formel für den Inhalt des zwischen der n-ten 
und (n — 1)-ten Windung der Loxodrome gelegenen 
Streifens : 


BER 15 ar 


| Anrcote | 
DENK AD le 
Fn = A 4x — tga los ar SP, : 
= n—1l)rcot« 
| 1-te | 

FF. = 0, wie es sein muss. 

Der Vollständigkeit halber mag sich an die eben 
durchgeführte Berechnung die schon von Grunert auf 


andere Weise gegebene des anolog begrenzten Strei- 
fens des Sphäroids reihen. Man hat sofort vermittelst 
des Flächenverhältnisses 

A? cos?P 


Mrs 
! a? cos2p 


> 


A°p, | (S. 13) 


bei noch unbestimmten Integrationsgrenzen : 


[7 a2 2, 2 je cosp dl dp 
nis== ra Ä ' 
d'p 


Setzt man hierin. sinp —= t, so wird: 


ade 2 r 1 1 a et Kellıs 
En EEE EN a ER A we j 
® 2 IE la. 2% 108 ee | r 


Allein es ist (vgl. S. 26) ı 
| Ertga dt 
Degree) 


a2: a tdt 
en Mes 


- N dt 
3 2 | Ze tal 2-42 12) \ 


Das erste ni liefert; 


tdt nd 3; 1 
a 1— 222 


1— 212 SD 
ah Fe RE log El das zweite gibt: 


BL terid 2 
SE a CL Kr al) 


1 i N e? &? 
nn N a ui 
el an re 


dl= 


‚nuthin: 


RB. 10. BCM 


Ra: ee et ) 


1l— 
1,4 [Rgll+stydt , Nog.lizen &) 4 
2. | 1+t I: 
m fee el a = ze 


t 


og(1-+-&) log(1-— et) 
abe 1 age hr 11 y 
ae + &) I le =... arl 


l— a = 
Hierin geben die vier ersten Integrale zusammen 
senommen das Integral 


— st dt 
un es 1-4. Str 


a 1 gig ; ) dt 
= 4 («+ we: 2? + et’... ar 
1—e 
e® 2 28? 2 1 t2 W . . 

—2 3 t eh ( +). eiter ist: 


lo late a 
Ten ern Mn t2)(1 Mu >) 


IRB: naeh & DR 
_ 1, 1 : I1os } = 1 2log al vo® 
Berta NE R t2 
ie N 


o [9] 


also erhält man für o: 


Eu a2 2 "10% EN 1 1 1 © SEE 
ra Fre er we 
1 1+ s), 1 Dar 
ee! O — + ] (0% © oo nn 
N (10: 1 et Br 08 A: +: Bu IR ar 


BR 33}, See 
02 et t2 \ 
eye end 
3 5 ” ;) [ 
Setzen wir für t den ursprünglichen Werth und 


berücksichtigen die Grenzen P=0 und P=P, 
findet man: 


a2 eg? | &2 sin?p 2 Ap 
— ee are E= : | [a 
F an | A:p al cosp 
a N 1 1—e 
NE (Vs 1 — gsinp ah EeıR8 Arsen INBIEOSR 


2 4 
Zimt (IH, air )— u. 
Für &e = 0 wird lo = u) 


dem Flächenstreifen a Streifen 2 auf 
ap’ wıe oben. (Vgl. 20a). 
Für & = 0,0816983 (Fall des Erdsphäroids) ergibt sich 


nach 


mithin der 


der Kugel: 2= A’ tgalog-— 


= a?” tga nee +5 


5 | 
log cosp — <sin?p 
Ur 2 j 
a] 
— einer Formel, welche man aus der obigen durch 
Vernachlässigung von e*, e° etc. erhält — 
| 1 
o = a:teal 0,9933256 log — — 0,00556195 sin2p ). 
= cosp 
Wir gehen jetzt dazu über, die Normalebene für 


den Punkt x, y, z der Loxolrome auf dem Sphäroid 
zu bestimmen. Hierzu ist es nothwendig, die Diffe- 


(3) des Ellipsoids zu berechnen und den darin auftre- 


: \ dl 1 N 
tenden Differentialquotienten % der Differential glei- 
dl & *to« 
Are Az cosp 4?p 


der Loxodrome auf dem Sphäroid 


HARNDET 1, We 


zu entnehmen, Dann ergibt sich wegen: 


d EN 

An ie En (sinlıiga — cos] sinp), 
d ac? 

“ MN ne (cosltg«a — sinlsinp), 
är EAU 

dp, = AP cosp, 


u, v, w als laufende Coordinaten vorausgesetzt, als 
Gleichung der Normalebene: 

— u(sinltga — coslsinp) + v(cosltge — sinlsin p) 

&? sinp cosp 
— wosp — Se 9 ye —(), 
Im Falle der Kugel gehen, was a priori klar ist, alle 
Normalebenen der Loxodrome durch den Mittelpunkt 
der Kugeloberfläche. Berechnet man noch für denselben 
Punkt x, y, z der Loxodrome auf dem Sphäroid die 
Grössen : Ax= dy d?z — dzd?y, Ay=uJz d?x — dx dz, 
Az —=dx d?y— dyd?x, wo die Differentiale nach der 
unabhängig Veränderlichen p genommen sein mögen, 
so ergibt sich die Gleichung der durch den Punkt 
x, y, z der Loxodrome laufenden Schmiegungsebene in 
dee Frm: a! uWU-+ bv + cewW-+d=0(, won, 
v’, w die laufenden Coordinaten der Schmiegungsebene 
darstellen und die Grössen a’, b‘, c’, d’ folgende Be- 
deutung haben: j 
a — sinl (1?p + E”tg?e) — 82 cosl sinp, 


b’ = cosl (4?p + E?tg?«) + &2sinl sinp cos?p, 
d tga 4 . 0) 
= Zn E? (tg? + sin?2p) + cos?p A?’p ) 
‚_ asnpf 5 / 
ds 7% &2 cos®p (cos?] — sin?]) 
4 | 
en (tg?« —+- sin?p) — &’?cosp 4?p f 


a 


Für die Schmiegungsebene der Kugelloxodrome erhält 
man die bedeutend einfachere Gleichung : 


Usinl — Veosl — en Atabtoa 0, 
wo U, V, W die laufenden Coordinaten vorstellen. 


Diese Schmiegungsebene geht durch den Mittelpunkt 


der Kugel, wenn tgP.tg«e = 0 ist. Sie geht also hin- 
durch: 1) für« = 0, d.h. wenn die Loxodrome in 
den Meridian übergeht, und 2) für P=(, d.h. in 


allen denjenigen Punkten, in denen die Loxodrome den 
Aequator schneidet. — Was die Winkel anlangt, welche 
die Normale der Schmiegungsebene im Punkte x, y, z 
der Loxodrome mit den Coordinatenachsen einschliesst, 
so bestimmen sie sich aus: 
cos = Q.LPX, cosu = Q.fy, 008» —= q.Az, 
q —h:VY ax - ay 4 A2z 
Im Falle der Kugelloxodrome ergibt sich: 


cos)’ sin] — cosP cos] 
cosl — ,„ cosu = ——— 
V cos-P-tg?« V cos? P-tg2« 
tga - . 
Cosu — . Die Gleichungen der Tangente 


VoosP —-to?a 
an den Punkt x, y, z der Loxodrome auf dem Sphä- 
roid bestimmen sich, wenn u, v, w die laufenden Co- 
a der u sind, aus! 


dz ABER 
(u—x): n m y):: n— ee wenn man die 
Ä Y = Ei dz 
Werthe für x, y, ,—, —-, --— in diese letzten Glei- 
dp dp’ dp 
acosl cosp 


chungen einsetzt: u — 
Fa) Ap 


sinltg«a —- coslsinp (w SER) 
cosp Aap \l 


a 


asinlcosp cosltge — sinl sinp ( ae’ ”sinp 
ee It tl fi 
dp cosp par 
Aus diesen Projectionen ergeben sich die Einschnitts- 
punkte in die Ebene des Aequators da, wo w = (, 
also 
a 
u= ———) cool 4 sinp sinltea 
nn & l = 
NORB 23° ) o ; \ 
&2 sinp (sin] tga - URN, 
2 nl lt 
vol —J) sinl — sinp sinlte« 
cosp AP I 5 


-H &’ sinp (cos] tga — sinp sinl) 


ist, Im Falle, dass die Loxodrome in den Meridian 
übergeht, liefern die beiden letzten Gleichungen: 


u, = —— Zp, y=—— Ip. Für die Tangenten an 


die Kugelloxodrome erhält man für die Einschnitts- 
punkte in der Ebene des Aequators: 


A | \ 
Us Ga (cosl + sinP sinltge), 


LA 2 (sinl — sinP cost tge): 
cosp 


Die Neigung der Tangente im Punkt x, y, z der Lo- 
a RL .. . « R “ 

xodrome auf dem Sphäroid gegen die Achsen des Co- 

ordinatensystems bestimmt sich nach: 


dx de Ay dB 

cos) —= Mi ap’ 0suU = dp : ip‘ 
Bzan.de 30% 
cosy == ‘dp . dp’ wo 


ds \ 24 Fdsp\e ar (2) - (Sn): 
+ ar dp  \cosad?’p) ° 


cos, = — cosa (sinltga + cosl sinp), 


ART N 


cos — 008@ (cosl tga sinl sinp), 
 (08P — (08AC08P. 

Da hierin & und /p gar nicht auftreten, so ist durch 
diese drei Gleichungen zugleich die Neigung der Tan- 
gente gegen die Achsen für den Punkt X, Y, Z (P,)) 
der Kugelloxodrome gegeben. Für die Meridiane des 
Sphäroids und der Kugel silt also: 
008 —= — coslsinp, cosu' = — sinl sinp, cosp' — cosp, 
d. h. die Neigung der Tangente gegen die Z-Achse 
wird durch die Polhöhe selbst gemessen, 

Wohlbemerkt sind diese Untersuchungen über die 
Loxodrome auf dem Sphäroid und der Kugel sich nicht 
in der Weise entsprechend, wie es das Uebertragungs- 
prineip (1) verlangt; doch kann die Abbildung in den 
meisten Fällen mit Leichtigkeit ausgeführt werden, na- 
mentlich dann immer, wenn man von der Kugel aus 
zum Sphäroid übergeht. 

Für den Krümmunssradius R der Kugelloxodronie 
im Punkte P, 1 derselben ergibt sich: 

E AcosP a A 

c08& V cos2P +. [7 —+ sintatg?P | 
Er wird also um so kleiner, je grösser « ist und je 
mehr sich die Curve an die Breitenkreise anschmiegt ; 
dem Radius der Kugel wird er gleichnurin den Punk- 
ten, in denen die Loxodrome den Aequator schneidet. 
Von da nimmt er stetig ab und erreicht den Werth 
Null an den Polen. 

Wir fragen endlich noch nach der Torsion der Kugel- 
loxodrome, und finden nach einiger Rechnung die Grösse ! 
EmaE, — , also fürden Torsionsradius selbst den 
1 — cos2« sin? P 
Werth A(l — cos« sin2P): sin« cos«, Wird der Tor- 
sionsradius, d. h. der Halbmesser der zweiten Krüm- 
mung unendlich gross, so schliessen je zwei auf ein- 


ag 


ander folgende Krümmungsebenen den Winkel Null 
ein, d. h. sıe fallen zusammen, 


aunnnnmnannnnnr 


Nach diesen Untersuchungen über die Loxodrome 
wenden wir uns einer neuen Reihe von Problemen zu, 
die sich meist nur auf die Kugeloberfläche und deren 
Abbildung in der Mercator’schen Projectionsebene be- 
ziehen. Das erste ‘dieser Probleme mag sich befassen 
mit der Abbildung jener beiden Schaaren von sog. 
kleinen Kugelkreisen, welche, durch die Pole gehend, 
den Aequator berühren, in die Mercatorebene, wie wir 
kurz die Mercator’sche Bildebene nennen wollen. Da 
beide Schaaren vollkommen symmetrisch gegen ‚die Ab- 
bildungslinie des Aequators gelegene Bilder liefern, so 
genügt es, nur die eine dieser Schaaren kleiner Kugel- 


kreise, etwa die der nördlichen Halbkugel — sofern 
wir als speciellen Fall die Erdoberfläche im Auge ha- 
ben — in Bezug auf ıhreBilder in der Mercatorebene 


zu betrachten, Ist allgemein o der sphärische Radius 
eines vorläufig noch beliebigen kleinen Kugelkreises, 
a, ß die sphärischen Coordinaten, bez. Länge und 
Breite des Mittelpunktes desselben und P die Breite, 
l die Länge eines beliebigen Punktes der Peripherie 
jenes Kreises, so findet man bei Betrachtung des sphä- 
rischen Dreiecks, dessen Ecken der Nordpol der Ku- 
gel, der Mittelpunkt des Kreises und der peripherische 


Punkt P, 1 sind, als Gleichung dieses kleinen Kugel- 
kreises die folgende: 


c0s9 — sinß sinP —= cosß cosP cos («a —]). (21) 
In dem oben angeführten speciellen Falle ist 


Bio —= n ‚ also die Gleichung des durch den Nord- 


RE AH 


pol der Kugel gehenden und den Aequator berühren- 
den Kreises: 


In ur 


m en 1008 (@ — L}, d. 1. 


pP :22). 
tg (45° — ;) — 08. (@ —]). 


Die letztere Form gestattet die sofortige conforme 
Uebertragung unserer Kreisschaar auf das Ellipsoid, 
welcher daselbst die durch die Gleichung 

tg = 5 )( Fi a — os) (2%) 

e4 he) sıRD 

gegebene Uurvenschaar entspricht. Wir sehen jedoch 
von einer näheren Untersuchung derselben ab und fra- 
gen vielmehr, welche Curven entsprechen den Glei- 
chungen (22) in der Mercatorebene? Da die conforme 
Abbildung der Kugel in der Mercatorebene durch die 
Gleichungen 


> 
Gh ne le cötg (45° 5) (25) 


vermittelt wird, wo &,n die rechtwinkeligen Coordina- 
ten des zum Originalpunkt P, 1 der Kugel gehörigen 
Bildpunktes in der Mercatorebene sind, und ein con- 
stanter Factor auf den rechten Seiten der Gleichungen 
(25) nur eine Aenderung des Massstabes in der Bild- 
ebene bewirken würde, so haben wir der Einfachheit 
halber diesen Factor der Einheit gleichgesetzt. Wir 
erhalten somit nach Gleichung (22) und (23) als Glei- 
chung des Bildes der Schaar (22): 


Va 
cos(« — E)—=cos(E —a)=e . (24) 
Für irgend einen festen Werth von « haben wir 
somit immer zwei Curvenäste, die vom Punkte & = 
a, n = 0 auslaufen und vollkommen symmetrisch lıe- 
gen inBezug auf die jeweilige, durch jenen Ausgang s- 


punkt laufende Parallele der „=achse. Unterhalb des 
Aequators in der Mercatorebene kann kein Punkt der 
Bildeurve fallen, da für negative Werthe von n die 
Gleichung (24) keine Werthe von & liefern kann. Für 
= owrd&—=a— E resp. &=a-t I ; 
Die durch diese beiden Punkte laufenden Parallellinien 
zur „—achse sind zugleich Asymptoten der Curve. 
Dem Pole des kleinen Kugelkreises entspricht in der 
Bildebene der unendlich ferne Punkt. Aus (24) folgt 
weiter durch Differentiation, wenn & als die unabhän- 
gige Veränderliche betrachtet wird: 
dr 
ner —t18 (275) 
d. h, die Richtung der Curve ist bestimmt durch: 
p—=r — (a8). 


1 
Da ferner — immer positiv ist, so 
Ei — 005%(a — £) p ; 
besitzt die Curve ihren tiefsten Punkt da, wo & = a, 


n=0, und ist-Immer convex nach unten gerichtet. 
Hinsichtlich der Krümmung x der Bildeurve ergibt 


sich aus: 


x — 008 (a — 8) = 008 ($ — a), 
dass dieselbe am grössten ist für &=«, n—=0,d. ı. im 


ui { 07 
tiefsten Punkte, und am kleinsten für &=«a«z am 


m co. Die Coordinaten des Krümmungsn nittel- 


punktes sind für den Punkt 5, 7 a Curve Een 
durch: 
A=&+tgle—E&, B=enHtl. 
Daraus tfolst für &— 0,7 = 054 =, Berg 
es sein muss. Im Uebrigen findet man sofort auch die 
Gleichung der Evolute unserer Uurve. Einen Wende- 


LEN OS 


punkt besitzt die Bildeurve nicht; in diesem Falle 
müsste 


era 1 

d&2 cos? (a— 8) 
verschwinden, was nie geschehen kann. Wir sehen aus 
all diesem, dass sämmtlichen kleinen Kugelkreisen von 
der angegebenen Beschaffenheit eine Schaar gekrümm- 
ter Bildlinien entspricht, die ebenfalls den Aequator 


berühren, deren Aeste aber — wie es die Mercator-Ab- 
bildung verlangt — ins Unendliche gehen undim Gan- 


zen genommen parabelähnlich gebildet sind. 

Eine letzte noch hierher gehörige Frage, die Länge 
eines Bogens der Kugelkreisschaar zu bestimmen, möge 
ihre Beantwortung finden. Das Bogendifferential ist 
mit Hülfe von (22), wenn der Bequemlichkeit halber 
« = 0 gesetzt wird, sofort in 


dS — ol 


1 + cos2l 
gefunden. Hieraus folgt bei vorläufig noch unbestimm- 
ten Grenzen! 


= Farmar d.(21) er Ay are te (u el) ; 


3-4 cos2] 2 
ängt der Bogen bei P 


— (0, 1= Oan, dann Ist seine 
En bis zum Punkte P, 1 


En, durch: 
a DL rn 
; 2 | 1— sinP 
Zn A RN art (sin V "sinP)- 
Es ist jedoch, wenn wir von den Formeln (25) im 
Voraus Gebrauch machen: 


ER W 
sin. — sin? DIE 
D . wen ® I; 24 
wo w der Winkel ist, den der sphärische Radius des 
Punktes (P, I) mit dem Meridiane des kleinen Kugel- 
kreiscentrums macht und vom Berührungspunkte des 


a DAR 


Kugelkreises mit dem Aequator ab im Sinne des Uhr- 
zeigers gerechnet wird. Hiernach ergibt sich sofort. 


A 
a WE 
2 
Für PP =. 30%, "also" w == 90N"jst der Dosen 
Aryıa h 
Se welch „für P = ,00%, ww. la0l 
\va 
Ser m Mel r, also S,,° = 28;,°; der ganze Um- 


fang beträgt mithin Any ’y , Uebrigens entspricht der 


Länge S;,° = 1,1107 auf der Kugel die Länge 
630° = 1,14599 in der Bildebene, A—=1 vorausgesetzt. 


Für P= 50", sind somit die sich entsprechenden Bö- 
gen nur wenig von einander verschieden; dagegen ent- 


spricht dem von P=0Obis P=5 zählenden Bogen 


des kleinen Kreises ein unendlich langer der Bild- 
ebene. 

Wir fragen endlich noch, was wird aus der durch 
(22') gegebenen Curvenschaar aufdem Sphäroid, welche 
der Kreisschaar (22) conform ist, bei Abbildung der- 
selben in die Mercatorebene? Da hier die Uebertra- 
gung vermittelt wird durch die Formeln : 


a | s( ; an ee 
Bee in ne lop \® 45% + U , 
wo der Punkt &', 7‘ der Ebene das Bild des Punktes 


p, } des Rotationsellipsoids ist, so folgt nach (22) als 
Gleichung der Schaar in der Bildebene:; 


—ı 
cos (a —&) = 0s($ —e) = € 

Diese Schaar ist aber der Curvenschaar (24) vollkom- 

men ähnlich constituir. Wır haben es also auch in 

diesem Falle mit parabelähnlichen Curven zu thun, 


u ee 


wie unmittelbar die den obigen analogen Untersuchun- 
gen zeigen würden. 

Nach diesen Betrachtungen wäre es nicht ohne 
Interesse, auch diejenige Schaar kleiner Kugelkreise 
abzubilden, deren Uentra sämmtlich auf dem Aequa- 
tor liegen. Die Gleichung dieser Schaar ist nach Glei- 
chung (21) sofort gegeben, wenn man dort $ = 0 
setzt; dann ergibt sich die Gleichung: 

cosg —= cosP cos (« — }), 

die wir conform in die Mercatorebene zu übertragen 
hätten. Wir unterlassen jedoch die Untersuchung, zu- 
mal sie auf leicht zu deutende Resultate führt und 
kehren wieder zu der schon mehrfach charakterisirten 
kleinen Kreisschaar zurück, indem wir die Bahn eines 
Punktes eines dieser Kreise untersuchen, welche be- 
schrieben wird, wenn sich dieser Kreis fortrollend auf 
dem Aequator abwickelt. Die dabei erzeugte Curve 
möge nach Art ihrer Entstehung sphärische Cycloide 
genannt werden. Es sei nun w der Wälzungswinkel, 
« die Länge des Mittelpunktes und P, 1 die Breite, bez. 
Länge des beschreibenden Punktes des wälzenden Krei- 
ses. Alsdann liefert die Betrachtung des sphärischen 
Dreiecks, dessen Ecken der Pol der Kugel, der Mit- 
telpunkt des rollenden Kreises und der die sphärische 
Cycloide beschreibende Punkt sind, für diese Curve die 
Gleichungen: 


cos (90? — P) = 00s? T —- sin? 008 (@ — Ww), 


rg cos (90° — P)) cos T 


4 
+ sin (90° — P) sin ym cos (a—), 


PR 7 
SIN— 


sin(a—I)) _ 4 
sin(180°—w)  sin(90°—P)’ 


ME 


Nahen 
ie er N 


oo W 
sinP == sin®—, 
2 


BI). 
te(a — ) =]V2 Aa (25) 
MO 
Daraus folgt zunächst: 
W AN 
l= —— — arcıg hy tg | 
v2 a 


Es erhellt aus den Gleichungen (25) leicht, dass 
der beschreibende Punkt den Aequator erreicht für 


we 0, 2x, 4r,... .; dagegen durch den Nordpol geht, 
— wir betrachten nur die sphärischen Cycloiden der 
nördlichen Hemisphäre — wenn w = 7, 37... . ist. 


Die Cyeloide ist um diese ausgezeichneten Punkte 
von beiden Seiten symmetrisch, und der beschreibende 
Punkt kommt nie wieder in den Ausgangspunkt zu- 
rück, wie Formel (26) zeigt. 

Uebertragen wir die sphärische C'yeloide auf das 
Rotationsellipsoid vermittelst des Abbildungsgesetzes 
(1), soerhalten wir für die Bildeurve, da der Wälzungs- 
winkel w bei der Uebertragung derselbe bleibt, die 
Gleichungen: 


w 
082 — 


rl Sy ichereele „_ 
Ey 1-1 sin? I 
2 
et rates. 
v2 a 
Wir gehen jedoch auf die Untersuchung dieses 
Abbildes der sphärischen Cycloide nicht näher ein, 


sondern gehen vielmehr dazu über, einige weitere Eigen- 
schaften der letzteren aufzusuchen. Sind X, Y, Z die 


ee — 


rechtwinkeligen Coordinaten eines Punktes der sphä- 
rischen Cyeloide, also nach Gleichung (25) und (26), 
sowie nach den Gleichungen (3a) für Punkte der Ku- 
geloberfläche: 


:osP sinl snP 

xX—_ — ns AR 
C A (sn cos] + v2 Y 1 Lsimp)dD» 
dY=-—- A (snp sinl — ee % REN 

2) ' 1-+sinP 


dZ = AcosPqP, 

dann ist die Gleichung der durch den Punkt X, Y, Z 
gehenden Normalebene, wo U, V, W deren laufende 
(!oordinaten sind, gegeben durch: 


Dr ya wzed, wo 
U > sinP cos] -)- al sinP 


ya Y iKmP 
V=_sinP sinl — cos] cosl sinP 
Y2 N Ira 


W== — cos. 

Die Normalebenen der sphärischen Cycloide gehen also 
immer durch den Mittelpunkt der Kugel, wie es nicht 
anders zu erwarten war, 

Was den Jnhalt J der Fläche anlangt, die zwi- 
schen einem ganzen Bogen der sphärischen Cycloide 
und dem Aequator enthalten ist, so ergibt sich hier- 
für aus 
2A? 175° — arctg (1 tg z) sin? 5 Ä 
wo die Fläche von w = 0 bis w = w gerechnet ist, 
jurew ==.180N; 

J— Ar (v3 1) 4A2n0,1035534, 

d. h. der Inhalt jener Fläche beträgt nur wenig mehr 
als den zehnten ‘Theil der Kugeloberfläche. 


BY: ei 


Ferner ist die Länge eines Bogens der Cyeloide 
gegeben durch 
| P 
Ay 
So —— Y2 


Y2-+ sinP — sin2P dF . 


Daraus folgt, wenn wir die Integrationsgrenzen 
noch unbestimmt nn 


vermittelst der Substitu- 
tion: 
— sinP: 
Bi ArT Par Au 
1—u? 
Re a z 2 
Am le l—u 
Ve: 


I an le Ei. 
— 2 Nos(VE-nP _VI—mp) 


el — sinP)(Q — sinP) | , 


5 \ DE NER 
d.. i. wegen sinP = sin? — 


a 
s Ay un w 

SE ne log (y: 52 sin! — (08 7) 
wall 

muy rel | | 


Erstreckt sich der Bogen innerhalb der oben ange- 


gebenen Grenzen, so hat man 

7 W 
Se Vu 102 Ve BEE 
euer a ı )+v 2 
] 


0 


wıf 
7a, 2 Mes sin2 


N 


Für w .— 90’ folgt Yaklle 


Aral 5 1 aa: 
AS (WE arg hrs] 
20% er ) 


für w = x: 
nn} = bee a +D)-+Ya | Ir 


mithin beträgt die Länge eines ganzen Cyeloiden- 


bogens: 


Ayz log WE +UHr ZT 
— A, 53,246418. 

Es fragt sich nun, wie bildet sich die s;härische 
Cyeloide in der Mereatorebene ab? Es seien wiederum 
&, n die rechtwinkeligen Coordinaten desjenigen Punk- 
tes in Mercators Projeetionsebene, welcher dem Punkte, 
P, I der sphärischen Oyceloide gemäss den Abbildungs- 


formeln:; 


} pP 
Bern lest (4504 5 ) 


entspricht. Dann sind dieGleichungen der Bildeurve: 


R W rer 
a 8 zratete 1.9 te EBEN 
) “ 
1 ae sin? ah (27) 
n= — be — . 
2 NW 
COS“ T 


Hieraus bestimmt sich die Riehtung 7 dieser Curve: 
da 2y 9 
tgT — en 
d& SIMW 
Es steht somit in all’ den Punkten, denen w — (, 
2x, 4x, .... zukommt, die Tangente der Curve senk- 


recht auf dem Aequator der Projectionsebene, d. h, die 


Curve bildet hier, wie die genauere Untersuchung be- 
stäliet, je eine Spitze, In den Punkten aber, denen 
w=a, 3%, da, ... zugehört, d. h. in allen denjenigen 
Punkten, welehe den Culminationspunkten der sphä- 
rischen Uyeloide entsprechen, ist 7 auch gleich 90%, 
d. h. die Gurvenäste sind asyinptotisch zu den Ordi- 
naten der sich aus den Gleichungen (27) ergebenden 
Abseissen der Bildeurve. Nun hängt in 


NW BERN. 
d#y . C0SW 008? — (1 -I- sin? *) 
PER ee - [} s 
ee 16 ei 
(18° e ee WDR ——— 


sintw | 
das Vorzeichen nur ab von cosw, die Bildeurve ist also 


. en ® MIA . 
coneav nach unten von w==0 his w= As hier aber 


= 


besitzt sie einen Wendepunkt, da der erste für w— 


ad 


nicht verschwindende Differentialquotient, d. 1. 


ee —2y%9(150425%9) 
von ungerader Ordnung ist. 

Von diesem Punkte aus wendet die Curve ihre 
Convexität nach unten, geht bei w = 180" ins Unend- 
liche, kehrt, convex nach unten gekrümmt, wieder aus 
dem Unendlichen zurück, wendet sich dann bei 
w=270', um von da ab bis zu w== 360° wieder die 
Concavität nach unten zu richten, u s. f. Beide Wen- 
depunkte liegen auf der dem Parallelkreise 30° der Ku- 
gel entsprechenden Parallelen zur Abscissenachse in 
der Mercatorebene. Folgende kleine Tabelle gibt die 
Coordinaten der ausgezeichneten Punkte der Bild- 
eurve: 


‚oem. ce Kg 
Mm T 
w 0 Du IT 3 5 Ed 
we 0 0,1554 0,65064 1,14574|4,14386 
| 
n 0 0,5493 | NEE 


Was die Krümmung der Mercatoreyceloide, wie 
wir die Bildeurve nennen wollen, anlangt, so bat man 
für irgend einen Werth von w: 


COSW (1 Ki ze 

iR fi % 7, 
cos?-— . sin* 1-- N 

2 sin®w 


Daraus folgt, dass die in oleich Null ıst für 
we 90%,270° 2, dark "besitzt. also, ‚die; Curye,ihre 
Wendepunkte, was unsere obigen Resultate bestätigt. 
Wir knüpfen hieran noch die Frage nach der Länge 
eines Curvenbogens dieser Mercatoreycloide. Das Dit- 
ferential desselben ie 

V- 2-4 sinP- a sin dP. 


1 — sin® 


Daraus folgt durch Integration, wenn wir die Substi- 
tution 9 = sin’ machen und die Integrationsgrenzen 
noch unbestimmt lassen: 


2 1 — y# 


RN‘ an j / dp uR day | 
a Ze ee er 


As 
— 94 — 


ehr og] NONE NW T 7 ; 9 + 22 2 | 
I) errt 


BR E Ban; 
pe sin? und für dıe Grenzen 
rd 


w=0bswe w: 
GEN RER: | We 
Be 2 _ are sın nn ( 2ein: — 19 
D) J) 2 
a TR \ 
a 19 —- sin’ — cos? — 
| RER | 
I. 9 W ) er fi N w v 
1 Da Sin Tore 2 j ) _L sin? 5 cos? n 
+ ——-Jog # he = 
9 > 3 ’ 
; A We 
cos? — 
2 
= T N 
Für w = -- erhält man den Werth: 
2 
1 1 I a 
Er / {9} V wer, 
Bw ATC SU —— - log / a 2 We 0,67072. 
Be 12] { 3 


Vergleicht man dieses Resultat mit dem auf Seite 
49 für den entsprechenden Bogen S& der Cyeloide ge- 
fundenen, sofern man dort A = 1 setzt, so ist der Un- 
terschied beider gegeben durch 0,12547. 

Wir fragen jetzt, bevor wir uns einen letzten Pro- 
blem, dem der Abbildung der grössten Kugelkreise in 
der Mercatorebene, zuwenden, nach dem Bilde, welches 
die um den Anfangspunkt der Mercatorebene laufende 
concentrische Kreisschaar &2 4 7? = r? aufder Ku- 
gel liefert. Man erhält sofort (23) die Gleichung: 


2 — os En) —. 10% 


dieselbe erhält man aber auch, wenn man nach der 
rechtwinkeligen Trajectorienschaar der vom Punkte 
l = 0, P = 0 auslaufenden Loxodromenschaar fragt. 


zn 


In der That ergibt sich aus der Differentialgleichung 
dlieser Trajectorienschaar: 


1 AP =; 
cos] dl B2 (2(454,.) 


(durch Integration die obige Gleichung der Bildeurven- 
schaar. Ganz analog liefert die rechtwinkelige Trajec- 
torienschaar der Loxodromen des Sphäroids: 


2 -,D\y1l — esinp\e J2 Ä 
Mae a Eat Tee 


bei ihrer Abbildung in die Mercatorebene eine concen- 
trische Kreisschaar um den Anfangspunkt der Bild- 
ebene. Beide Trajectorienschaaren bestehen aus ge- 
schlossenen Curven, | 

Wir wenden uns jetzt nochmals den grössten Ku- 
gelkreisen zu, deren Verhalten wir bei ihrer Abbil- 
dung in der Mercatorebene studiren wollen. Nach (14) 
ist die Gleichung eines solchen grössten Kugelkreises 


vegeben durch: 
H Vet > Wit \ D 
tsP ein A,), wP, =C (28) 
In die Mercatorebene übertragen, erhalten wir vermit- 
telst der Abbildungsformeln : 


D 
Shen =llögtig (4545) 
und wegen der Identität 
> 
el) 
2tg (45°+ 7) 


als Gleichung der zur Curve (14) gehörigen Bildeurve 
die Gleichung: 
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Csin(E1,) u (29) 


Hieraus folgt: 
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sofern man jene Differenz in eine hkeihe zusammen- 


d2, Me 
zieht. Mithin ändert gs sein Zeichen nur dann, 


wenn 7 sein Zeichen ändert. So lange also die Curve 
oberhalb der Abscissenachse verläuft, kehrt sie ıhre 
Concavität, unterhalb ihre Convexität nach unten; im 
Durchschnittspunkte mit der Abscissenachse selbst be- 
d?n 
dee 


sitzt sie einen Wendepunkt, weil hier — sein Zei- 


| 
| 


h dA’) 
chen wechselt und für 7 = 0, a nicht ver- 
S 
schwindet. Dies wird noch bestätigt, wenn wir in 
IE LTE 1 
0 Su m 1 an S ee 
Ü sin(& SER lu) 


wo o der Krümmungsradius der Curve im Punkte 8,7 
ist, die Abseisse =], jenes Wendepunktes einsetzen. 
Dann wird ja der Krümmungsradius unendlich gross, 
d. h. die Curve besitzt in jenem Punkte in der That 
einen Wendepunkt. Der Punkt £=]1,, 7 = 0 ist übri- 
gens nicht der einzige Inflexionspunkt; die Bildeurve 
besitzt solche noch in den Abständen 
S=rx +1, 22 +1, 3a -thlo.:- 

auf dem Aequator; freilich fällt der Punkt 2x +) 
der Abseissenachse wieder mit dem Punkte &=1,17=(), 
der Punkt 32-1, mit +1, n=0 zusammen, 
u. s, f£ Die Curve besitzt also ihre Wendepunkte ge- 
rade an denjenigen Stellen der Abseissenlinie, die den 
beiden diametral gesenüberliesenden Einschnittspunk- 
ten der grössten Kugelkreise in der Aequatorialebene 
entsprechen. Die Curve erreicht ferner ihre Culmina- 
tion in Punkten mit den Abseisen &=1, + M", 
I, + 270°, zu denen man die zugehörigen Ordinaten 
leicht findet. Es entspricht somit einem grössten Kreis 
der Kugel ein Bogen, welcher mit der gewöhnlichen 
Sinuslinie grosse Aehnlichkeit hat. 

Hinsichtlich des Bogens o. in der Mercatorebene, 
welcher dem Bogen S, des grössten Kugelkreises ent- 
spricht: 


P, 
sinP & 
De Al are sin (=) (3.212) 
P, 


erhalten wir nach dog = dS, :cosP den Werth 


P, 
Ög == A 74 > AR ze 
Y1—x2sin?p 
Pı 
wo das Modul x = ZN dieses elliptischen In 
sinP, x 


tegrals erster Gattung zwischen & und 1 lieet. Ver- 
mittelst der Landen’schen Substitution : | 
tgP Ze=E nr 
%.-- cos 20 
für Integrale I. Art ist es möglich, dieses Integral auf 
ein solches zurückzuführen, dessen Modul zwischen 


Null und 1 liegt; 


Sees 2Y sinP, % 
. AT sinP, 
; 7 = x 
Ist endlich P, = 5» dh. gelt der grösste Ku- 
gelkreis in den Meridian über, so wird 


P 
cm — Alogtg (15° Le A 


vorausgesetzt, dass der Meridianbogen im Aequator 
seinen Ausgang nimnit. 
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